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1. Notations et rappels
1.1. Dans la suite, k est un corps commutatif algébriquement clos
de caractéristique nulle. Les algèbres de Lie considérées sont définies et
de dimension finie sur k. Si V est un k-espace vectoriel de dimension
finie, on le munit de la topologie de Zariski, et on note idV l’application
identique de V . Pour les résultats rappelés ici, on renvoie à [2,4,6] et [7].
Dans cette introduction, t est une algèbre de Lie et s une algèbre de Lie
semi-simple. On note S le groupe adjoint de s et B sa forme de Killing.
Pour toutes parties p et q de t, on désigne par cq(p) l’ensemble des
éléments de q qui commutent à tout élément de p, et par nq(p) l’ensemble
des x ∈ q qui vérifient [x,p] ⊂ p. On pose z(t)= ct(t) et, si x ∈ t, on écrit
qx pour cq({x}).
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1.2. Si f ∈ t∗, on définit une forme bilinéaire alternée Φf sur t en
posant, pour x, y ∈ t :
Φf (x, y)= f ([x, y]).
Le noyau de Φf est noté t(f ). L’indice χ(t) est le minimum des dimen-
sions des t(f ), pour f ∈ t∗. On dit que f est régulier si dim t(f ) = χ(t).
Une polarisation de t en f est une sous-algèbre de t qui est un sous-
espace totalement isotrope pour Φf , donc de dimension (1/2)(dim t +
dim t(f )). On dit que f est polarisable s’il existe au moins une polarisa-
tion de t en f .
Soit ϕ : s→ s∗ l’isomorphisme de Killing de s. On a sx = s(ϕ(x)). La
terminologie précédente, relative à ϕ(x), est aussi utilisée pour x. Par





dim s+ dim sx), B(x, [p,p])= {0}.
1.3. Un S-triplet de s est une suite non nulle (e, h, f ) d’éléments de
s vérifiant :
[h, e] = 2e, [h,f ] = −2f, [e, f ] = h.
S’il en est ainsi, e, f sont nilpotents, h est semi-simple, et les valeurs
propres de adh sont entières. D’après le théorème de Jacobson–Morosov,
tout élément nilpotent non nul e de s appartient à un S-triplet.
1.4. Dans la suite, (g; k,p) est une algèbre de Lie semi-simple
symétrique, G est son groupe adjoint, et L sa forme de Killing. Ainsi,
k est une sous-algèbre réductive dans g et p un sous-espace de g tels que :
g= k⊕ p, [k,p] ⊂ p, [p,p] ⊂ k.
On sait que k = ng(k), que les restrictions de L à k et p sont non
dégénérées, et que k et p sont l’orthogonal l’un de l’autre pour L.
L’application θ :g→ g définie par θ(x + y) = x − y, pour x ∈ k et
y ∈ p, est un automorphisme involutif de g. On notera parfois (g, θ) pour
(g; k,p). Si x ∈ p, on a :
dim k− dim kx = dimp− dimpx.
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On désigne par K le sous-groupe algébrique connexe de G dont
l’algèbre de Lie est adg k ; c’est la composante neutre du normalisateur
de k dans G. On a K(p)⊂ p.
Rappelons qu’un sous-espace de Cartan de p (ou de g) est un sous-
espace abélien maximal de p formé d’éléments semi-simples. Tout
élément semi-simple appartient à un sous-espace de Cartan, et deux sous-
espaces des Cartan sont K-conjugués. En outre, si a est un sous-espace
de Cartan de p, K(a) est dense dans p.
Si x ∈ p, on note p0(x) le nilespace de (adx)2|p. On dit que x
est p-générique si dimp0(x)  dimp0(y) pour tout y ∈ p. On note G
l’ensemble des éléments p-génériques de p. Les sous-espaces de Cartan
de p sont les p0(x), où x ∈ G.
Un S-triplet (e, h, f ) est dit normal si e, f ∈ p et h ∈ k. Tout élément e
de p appartient à un S-triplet normal.
2. Eléments p-réguliers
2.1. Dans ce paragraphe, on donne, pour le cas symétrique, des
versions de [4], 1.11.7, 1.11.10 et 1.12.17. On utilisera pour cela le
résultat suivant ([5], Proposition I.1).
PROPOSITION. – Soient r un sous-espace de t et f ∈ r∗. Soit g ∈ t∗
vérifiant g|r = f et dim t(g)  dim t(h) pour tout h ∈ t∗ tel que h|r = f .
Alors [t(g), t(g)] ⊂ r.
2.2. On dit que x ∈ p est p-régulier si dimpx  dimpy pour tout
y ∈ p. On note R l’ensemble des éléments p-réguliers de p ; c’est un
ouvert dense de p. Soit r la dimension des sous-espaces de Cartan de p.
D’après [6], les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) x ∈R.
(ii) dimpx = r .
(iii) dim kx  dim ky pour tout y ∈ p.
(iv) dimgx  dimgy pour tout y ∈ p.
2.4.
PROPOSITION. – Soient (g; k,p) comme en 1.4, r la dimension des
sous-espaces de Cartan de g, et x ∈ p.
(i) px contient une sous-algèbre abélienne de dimension r .
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(ii) Si x ∈ R, on a [kx,px] = [px,px] = {0}, donc px ⊂ z(gx), et gx
s’identifie au produit des algèbres de Lie kx et px .
(iii) Si x ∈R est nilpotent, tout élément de px est nilpotent.
(iv) Posons :
s =min{dimgy; y ∈ p}= 2r + dim k− dimp.
Il existe une sous-algèbre q de g vérifiant :
2 dimq= dimg+ s = r + dim k, L(x, [q,q])= {0}.
(v) Tout élément de R est polarisable.
Preuve. – Si V est un espace vectoriel de dimension finie, et si n ∈ N,
Gr(V ,n) est la grassmannienne pour la dimension n de V .
(i) Soit p : Gr(p, r) × p → p la projection canonique. Notons L
l’ensemble des (q, x) ∈ Gr(p, r) × p qui vérifient [q,q] = [x,q] = {0}.
AlorsL est un fermé de Gr(p, r)×p, donc p(L) est fermé dans p. Comme
p(L) contient la partie dense G de p, il vient p(L)= p. D’où l’assertion.
(ii) Si x ∈ R, on a [px,px] = {0} d’après (i). Soit ϕ :g → g∗
l’isomorphisme de Killing de g. CommeL(k,p)= {0}, il vient ϕ(x)|k= 0
et, on a dimg(ϕ(x))  dimg(f ) pour tout f ∈ g∗ dont la restriction à k
est nulle. Compte tenu de 2.1, on obtient [gx,gx] ⊂ k. On en déduit
[kx,px] = {0} puisque [kx,px] ⊂ p.
(iii) Si x nilpotent, tout élément de z(gx) l’est aussi ([7], 17.3.2).
L’assertion est donc claire d’après (ii).
(iv) Posons s + dimg= 2n, et soit q : Gr(g, n)× p→ p la projection
canonique. Soit M l’ensemble des (q, x) ∈Gr(g, n)× p qui vérifient :
[q,q] ⊂ q, L(x, [q,q])= {0}.
L’ensemble M est un fermé de Gr(g, n) × p. Un élément semi-simple
de g étant polarisable, q(M) contient l’ouvert dense G de p. Par suite,
q(M)= p ; on a obtenu le résultat.
(v) C’est un cas particulier de (iv). ✷
2.5. Dans la suite, (Eij )1i,jn est la base canonique de gln(k).
En général, si x ∈ p est polarisable, il n’existe pas de polarisation q de
g en x vérifiant q = (q ∩ k) ⊕ (q ∩ p). Par exemple, prenons g = sl2(k)
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et :
k= k(E12 −E21), p= k(E11 −E22)⊕ k(E12 +E21).
Si x = E11 − E22, les seules polarisations de g en x sont kx ⊕ kE12 et
kx ⊕ kE21. Aucune n’est somme de ses intersections avec k et p.
3. Un résultat sur les S-triplets
3.1. On va prouver, dans le cas symétrique, des analogues de [7],
12.6.1 et 12.6.3.
PROPOSITION. – Soient e ∈ p et t ∈ k. On suppose que e est nilpotent
non nul, que t est semi-simple, et qu’il existe λ ∈ k vérifiant [t, e] = λe.
Il existe un S-triplet normal (e, h, f ) tel que [t, h] = 0 et [t, f ] = −λf .
Preuve. – Pour µ ∈ k, posons :
gµ = {z ∈ g; [t, z] = µz}, kµ = k∩ gµ, pµ = p∩ gµ.







avec vν ∈ kν et yν ∈ pν pour tout ν ∈ k. Il vient :
[v, e] = 2e =∑
ν∈k
[vν, e].
Comme [vν, e] ∈ pλ+ν , on obtient [v0, e] = 0 et [vν, e] = 0 si ν = 0.
D’autre part :
[e, y] = v =∑
ν∈k
[vν, e].
On en déduit que v0 = [e, y−λ].
On a ainsi [v0, e] = 2e et v0 ∈ [e,g]. On sait alors qu’il existe un triplet
(e, t0, z). Avec des notations évidentes, il vient :
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Par conséquent, [v0, z−λ] = −2z−λ. En outre, comme




on a [e, z−λ] = v0. Ecrivons z−λ = z′−λ+z′′−λ, avec z′−λ ∈ k−λ et z′′−λ ∈ p−λ.
Alors le S-triplet (e, v0, z′′−λ) est solution. ✷
3.2.
PROPOSITION. – Soit (e, h, f ) un S-triplet normal de g. Si n ∈ Z,
posons :
gn = {x ∈ g; [h, x] = nx}, kn = k∩ gn, pn = p ∩ gn.
(i) On a dim k−n = dim kn et dimp−n = dimpn pour tout n ∈ Z.
(ii) Si n est impair, alors dim kn = dimpn.
Preuve. – Le premier point est immédiat car L|g−n × gn est non
dégénérée, et L(k,p)= {0}.
Soient j ∈ Z et ϕj :g−2j−1 → g2j+1, x→ (ad e)2j+1(x). L’application
ϕj est bijective. L’entier 2j + 1 étant impair, on obtient ϕj (k−2j−1) =
p2j+1 et ϕj (p2j+1)= k2j+1. D’où (ii) d’après (i). ✷
4. Orbites
4.1. Soit (x, t, y) un S-triplet de s. Si n ∈ Z, on pose :
sn = {z ∈ s; [t, z] = nz}.
Si λ ∈ k\{0}, on définit un automorphisme τλ de s en posant, pour z ∈ sn,
τλ(z) = λnz. Soit H = {τλ; λ ∈ k\{0}}. Alors H est un sous-groupe
irréductible de S contenant ids ([7], 15.9.4). Si (x, t, y) est un S-triplet
normal de g, on a τλ(k)⊂ k et H ⊂K .
4.2. Dans la suite, S (resp. N ) est l’ensemble des éléments semi-
simples (resp. nilpotents) de p. Si x ∈ g, Ox (resp. Kx ) est la G-orbite
(resp. la K-orbite) de x.
Si Z est une partie irréductible localement fermée d’un espace
vectoriel de dimension finie, et si x ∈ Z, on note Tx(Z) l’espace tangent
à Z en x.
P. TAUVEL / Bull. Sci. math. 125 (2001) 641–665 647
Les résultats de 4.3 et 4.4 sont bien connus. On en donne une preuve,
faute de référence précise.
4.3.
PROPOSITION. – (i) Soit O la G-orbite d’un élément de p. Toute
composante irréductible de p ∩O est une K-orbite. En outre, toutes les
composantes irréductibles de p∩O ont pour dimension (dimO)/2.
(ii) Les K-orbites des éléments de N sont en nombre fini.
Preuve. – Les G-orbites nilpotentes dans g étant en nombre fini ([4],
8.1.3), il suffit d’établir (i).
Soient Z une composante irréductible de p ∩ O, x ∈ Z, et K = Kx .
Alors :
Tx(O)= [x,g] = [x, k] + [x,p], Tx(K)= [x, k].
Par suite, p∩ Tx(O)= [x,p]. D’autre part :
Tx(Z)⊂ p∩ Tx(O)= [x, k] = Tx(K)⊂ Tx(Z).
On en déduit que Tx(Z)= Tx(K).
Soit y un point lisse de Z. D’après ce qui précède, dimZ = dimKy ,
donc Ky est dense dans Z. Une K-orbite étant un ensemble irréductible
localement fermé, on voit que les points lisses de Z forment une K-
orbite. Tout point d’une orbite étant un point lisse de celle-ci, on obtient,
pour z ∈Z :
dimZ  dimTz(Z)= dimTz(K)= dimKz  dimZ.
Ainsi, tout point de Z est lisse ; on a obtenu le premier point.
Soient toujours Z une composante irréductible de p ∩ O, et y ∈ Z.
D’après les rappels de 1.4, il vient :
dimO= dimg− dimgy = dim k+ dimp− dim ky − dimpy
= 2 dim k− dim ky = 2 dimKy.
On a obtenu le second point de (i). ✷
648 P. TAUVEL / Bull. Sci. math. 125 (2001) 641–665
4.4.
PROPOSITION. – Soit x ∈ p.
(i) Dire que x ∈ N signifie que 0 ∈ Kx . S’il en est ainsi, alors
µx ∈Kx pour tout µ ∈ k\{0}.
(ii) On a x ∈ S si et seulement si Kx est un fermé de p.
Preuve. – (i) On sait que x est nilpotent si et seulement si x ∈Ox ([7],
16.2.7). Si 0 ∈Kx , x est donc nilpotent.
Soit x ∈N . Si x = 0, alors 0 ∈Kx . Supposons x = 0. Soit (x, t, y) un
S-triplet normal contenant x. Avec les notations de 4.1, si λ ∈ k\{0}, on a
τλ(x)= λ2x, donc µx ∈H(x)⊂Kx pour tout µ ∈ k\{0}. Alors 0 ∈Kx .
(ii) Si x ∈ S ,Ox est fermé dans g ([7], 16.2.4), donc Kx est fermé dans
p d’après 4.4., (i).
Supposons x non semi-simple, et soient s, n ses composantes semi-
simple et nilpotente. On a s, n ∈ p, et n appartient à l’algèbre de Lie
semi-simple u= [gs,gs]. En outre, u= (u ∩ k)⊕ (u ∩ p). D’après 3.1, il
existe un S-triplet normal (n,h,m) tel que h ∈ gs . Avec les notations de
4.1, il vient τλ(x)= s + λ2n. Ainsi, s ∈Kx , mais s /∈Kx . ✷
4.5.
THÉORÈME. – Soit x ∈ p.
(i) Il existe z ∈N tel que z ∈K(kx) et dimKz = dimKx .
(ii) Si x est polarisable, z l’est aussi.
(iii) Si x est polarisable, et s’il existe une polarisation r de g en x telle
que r= (r ∩ k)⊕ (r ∩ p), l’élément z de (i) peut être choisi pour
que r soit une polarisation de g en z.
Preuve. – Rappelons que, si u, v ∈ g vérifient [u, [u, v]] = 0, alors
[u, v] est nilpotent ([7], 12.1.2).
On peut supposer x non nilpotent. D’après le rappel précédent, on
a donc x /∈ [x,g]. Il en résulte que Tx(K(kx)) = [x, k] = kx, puis
dimK(kx)= 1+ dimKx .
(i) Pour y ∈ p, notons χy le polynôme caractéristique de ady. Si
n= dimg, on a
χt(T )= T n + fn−1(y)T n−1 + · · · + f1(y)T + f0(y),
où les fi sont des fonctions polynomiales K-invariantes sur p. La non
nilpotence de x implique l’existence de r ∈ {0,1, . . . , n − 1} et de
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scalaires ar, . . . , an−1, avec ar = 0, tels que :
χx(T )= T n + an−1T n−1 + · · · + arT r.
On en déduit que, si z ∈K(kx), alors :
{
f0(z)= · · · = fr−1(z)= 0,
an−kr [fk(z)]n−r = ak[fr(z)]n−k, r  k  n− 1.(1)
Les relations (1) sont encore vérifiées si z ∈ K(kx). Or, dire que z est
nilpotent signifie que χx(T )= T n. Par suite :
K(kx) ∩N = {z ∈K(kx); fr(z)= 0}.
Comme x /∈ K(kx) ∩ N et 0 ∈ K(kx) ∩ N , on voit que K(kx) ∩ N
est une hypersurface du fermé irréductible K(kx). Par suite, toute
composante irréductible Z de de K(kx) ∩N vérifie :
dimZ = dimK(kx)− 1= dimKx.
L’ensemble Z est irréductible, fermé et K-stable. En outre, les K-orbites
dans N sont en nombre fini d’après 4.4. On en déduit immédiatement
qu’il existe z ∈K(kx) ∩N tel que Z =Kz. Alors dimKz = dimKx .
(ii) Supposons x polarisable. Notons d la dimension d’une polarisation
de g en x, et p : Gr(g, d) × p → p la surjection canonique. Soit F
l’ensemble des (q, y) ∈Gr(g, d)× p vérifiant :
[q,q] ⊂ q, L(y, [q,q])= {0}.
L’ensemble F est fermé, et K(kx)⊂ p(F). D’où K(kx)⊂ p(F).
Soit z ∈ K(kx) vérifiant les conditions de (i). Alors dimgz = dimgx .
D’après ce qui précède, il existe une sous-algèbre q de g, de dimension
d , et telle que L(z, [q,q])= {0}. Ainsi, q est une polarisation de g en z.
(iii) Rappelons qu’une polarisation de g en x est une sous-algèbre
parabolique de g ([7], 13.5.6).
Soit r une sous-algèbre parabolique de g, somme de ses intersections
avec k et p. Notons r, k,p les dimensions respectives de r, k∩ r, et p∩ r.
Soient q : Gr(g, r)× p→ p la surjection canonique, et H la K-orbite de
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r dans Gr(g, r). Le normalisateur de r dans k est k× r. D’où :
dimH= dim k− dim(k∩ r).
On sait queH est ouverte dans H, et que H \H est réunion de K-orbites
U qui vérifient dimU < dimH. Pour r′ ∈H, on a :
r′ = (k∩ r′)⊕ (p∩ r′), dim(k∩ r′)= k, dim(p∩ r′)= p.
Si q ∈H, alors q est une sous-algèbre de g, et elle vérifie aussi les égalités
précédentes.
Supposons que r soit une polarisation de g en x. Soit L l’ensemble des
(q, y) ∈H ×K(kx) qui vérifient K(y, [q,q]) = {0} ; c’est un fermé de
Gr(g, r)× p, et p(L) contient K(kx), donc K(kx).
Soit z comme en (i). Il existe q ∈H tel que L(z, [q,q])= {0}. Comme
dimgx = dimgz, q est une polarisation de g en z, donc une sous-algèbre
parabolique de g. On a dim(k∩ q)= dim(k∩ r). Ce qui a été dit au début
de l’alinéa montre alors que q et r ont la même K-orbite dans Gr(g, r).
Si α ∈K vérifie q= α(r), alors z′ = α−1(z) vérifie les conditions de (i),
et r est une polarisation de g en z′. ✷
4.6. Le résultat suivant peut être considéré comme une version du
théorème de Richardson (voir [7], 17.1.4) pour le cas symétrique.
PROPOSITION. – Soit q une sous-algèbre parabolique de g, de radical
nilpotent m, et vérifiant les conditions suivantes :
(a) q= (k∩ q)⊕ (p∩ q).
(b) Il existe z ∈ p tel que q soit une polarisation de g en z.
On note K0 la composante neutre du stabilisateur de q dans K . Alors :
(i) Il existe une unique K-orbite nilpotente K dans p tel que
l’ensemble p∩m ∩K soit un ouvert dense de p∩m.
(ii) L’ensemble p∩m ∩K est une K0-orbite.
(iii) Si x ∈ p∩m∩K, on a
[x, k ∩ q] = p∩m, [x,p ∩ q] = k∩m,
et q est une polarisation de g en x.
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Preuve. – Les K-orbites nilpotentes dans p étant en nombre fini et
ouvertes dans leur adhérence, le point (i) est clair. Posons :
s =min{dim kx; x ∈ p∩m}, M= {x ∈ p∩m; dim kx = s}.
L’ensembleM est un ouvert non vide de p∩m. Il a donc une intersection
non vide avec K. D’où dimK= dim k− s.
Réciproquement, si u ∈M, on a dimKu = dimK et u ∈ K. Par suite,
u ∈K. Ainsi, M= p∩m∩K.
D’après 5.5, (iii), il existe y ∈ N tel que q soit une polarisation de
g en y. Comme y est nilpotent, on a L(y,q) = {0} ([7], 13.5.6), d’où
y ∈ p∩m.
D’autre part, si u ∈M, on a L(u,q)= {0}, d’où :
2 dim q dimg+ dimgu = 2 dim p+ 2s.
Comme q est une polarisation de g en y, on a :
2 dimq= dimg+ dimgy = 2 dim p+ 2 dim ky.
Ainsi, s = dim ky . Ceci prouve que, si u ∈ p ∩ m ∩ K, q est une
polarisation de g en u. On sait alors que [u,q] = m ([7], 13.5.6). D’où
(iii).
Si u ∈ p ∩ m ∩ K, q est une polarisation de g en u, donc gu ⊂ q. De
[u, k ∩ q] = p ∩ m, il résulte que dim(p ∩ m) = dim(k ∩ q) − dim ku.
L’algèbre de Lie de K0 étant adq(k∩ q), on a alors :
dimK0(u)= dim(k∩ q)− dim(k∩ q∩ ku)
= dim(k∩ q)− dim ku = dim(p∩m).
Ainsi, K0(u) est un ouvert dense de p∩m qui est contenu dans p∩m∩K.
D’où (ii). ✷
4.7. Soit q une sous-algèbre parabolique de g, somme de ses
intersections avec k et p, et m le radical nilpotent de q. Une question
naturelle est la suivante : existe-t-il x ∈ p∩m tel que [x, k∩ q] = p∩m ?
Cela donnerait une version nettement plus intéressante du théorème de
Richardson que celle de 4.6. On va donner un exemple montrant que la
réponse à cette question est en général négative.
652 P. TAUVEL / Bull. Sci. math. 125 (2001) 641–665
Soit g une algèbre de Lie simple de type D4. Désignons par B =
{α1, α2, α3, α4} une base du système de racines de g. Avec des notations
classiques, soit k le sous-espace de g engendré par :
H1,H2,H3,H4,X±α1,X±α3,X±α4,X±(α1+2α2+α3+α4).
De même, soit p le sous-espace de g engendré par :
X±α2 ,X±(α1+α2),X±(α2+α3),X±(α2+α4),
X±(α1+α2+α3),X±(α1+α2+α4),X±(α2+α3+α4),X±(α1+α2+α3+α4).
Le triplet (g; k,p) est une algèbre de Lie symétrique. Soit q la sous-
algèbre de Borel de g définie par B . On a :
q= (k∩ q)⊕ (k∩ p), dim(k∩ q)= dim(p∩ q)= 8.
Le sous-espace p∩ q= p∩m de q est engendré par :
Xα2 ,Xα1+α2,Xα2+α3,Xα2+α4 ,
Xα1+α2+α3 ,Xα1+α2+α4 ,Xα2+α3+α4,Xα1+α2+α3+α4 .
Si x ∈ p∩m, il vient [x,Xα1+2α2+α3+α4 ] = 0. D’où :
dim([x, k ∩ q]) 7 < dim(p∩m).
Ainsi, [x, k ∩ q] = p∩m.
5. Doubles centralisateurs
5.1. Dans ce paragraphe, on établit des résultats analogues à ceux
de [3], ou de [7], section 17.5, pour le cas symétrique. Si v est un sous-
espace de g, on note v⊥ son orthogonal pour L.
5.2.
LEMME. – Soit x ∈ p. Alors :
(i) [x, k] + k= [cp(px), k] + k= (px)⊥.
(ii) cp(px)= ([px, k] + k)⊥.
(iii) [x,p] + p= [cp(px),p] + p= (kx)⊥.
(iv) ck(px)= ([px,p] + p)⊥.
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Preuve. – Les inclusions [x, k] + k ⊂ [cp(px), k] + k ⊂ px résultent de
x ∈ cp(px) et L(px, [cp(px), k] + k)= {0}. D’autre part :
dim([x, k] + k= dim k− dim kx + dim k= dimp− dimpx + dim k
= dimg− dimpx = dim(px)⊥.
D’où le point (i). D’autre part, si y ∈ g, on a :
L
(
y, [px , k])+ k= {0}⇔ y ∈ p et L(y, [px , k])= {0}
⇔ y ∈ p et L([y,px ], k)= {0}
⇔ y ∈ p et [y,px ] ⊂ p⇔ y ∈ cp(px).
On en déduit (ii). Les autres assertions sont analogues. ✷
5.3.
LEMME. – Soient x, y ∈ p. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) y ∈ cp(px).
(ii) px ⊂ py .
(iii) [px, k] ⊂ [py , k].
(iv) [y, k] ⊂ [x, k].
(v) cp(py)⊂ cp(px).
(vi) [cp(py), k] ⊂ [cp(px), k].
Preuve. – Les équivalences (i)⇔ (iv)⇔ (i) et (iii)⇔ (v) résultent
de 5.2. Les implications (i) ⇒ (ii), (ii) ⇒ (iii) et (v) ⇒ (i) sont
immédiates. ✷
5.4.
PROPOSITION. – Soit x un élément de p.
(i) Dire que x ∈ S signifie que cp(px) est une algèbre de Lie abélienne
composée d’éléments semi-simples. Alors cp(px)= p∩ z(gx).
(ii) On a x ∈ N si et seulement si cp(px) est une algèbre de Lie
abélienne composée d’éléments nilpotents.
(iii) Soit x = s + n la décomposition de Jordan de x, avec s ∈ S et
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Preuve. – Soient u ∈ cp(px), v ∈ px , et w ∈ kx . On a :
[[w,u], v]= [[w,v], u]+ [w, [u, v]]= [[w,v], u] ∈ [u,px]= {0}.
Donc [w,u] ∈ cp(px). Comme [cp(px),px] = {0} et cp(px) ⊂ px , on en
déduit que cp(px) est un idéal abélien de gx .
De x ∈ cp(px), il résulte que si tout élément de cp(px) est semi-simple
(resp. nilpotent), x l’est aussi.
(i) Si x ∈ S , gx est réductive dans g. D’après ce qui précède, cp(px)⊂
z(gx). Par suite, les éléments de cp(px) sont semi-simples.
(ii) Supposons x ∈N . Soient u ∈ cp(px) et x = y+z sa décomposition
de Jordan, avec y ∈ S et z ∈N . On a y, z ∈ cp(px). Si y est non nul, ady
possède une valeur propre non nulle λ, et l’espace propre a qui lui est
associé est stable par adx puisque [x, y] = 0.
De x ∈N , on déduit l’existence de w ∈ a\{0} tel que [x,w] = 0, soit
w ∈ gx . Ecrivons w = w1 + w2, avec w1 ∈ kx et w2 ∈ px . Comme y ∈ p
et w ∈ a, il vient :
[y,w1] = λw2, [y,w2] = λw1.
Or, [y,w2] = 0 puisque w2 ∈ px . Alors w1 = 0, et w= 0. Contradiction.
(iii) La somme cp(ps)+ cp(pn) est directe d’après (i) et (ii). De px =
ps ∩pn et de 5.3, on déduit qu’elle est contenue dans cp(px). D’autre part :
gs = ks ⊕ ps = z(gs)⊕ [gs,gs]= z(gs)⊕ k1 ⊕ p1.
On sait que n ∈ [gs,gs], donc n ∈ p1. Comme n ∈ gs , et compte tenu de
(i), on a alors :
px = ps ∩ pn = (p∩ z(gs))⊕ pn1 = cp(ps)⊕ pn1.
Comme cp(ps)⊂ cp(px)⊂ px , il vient cp(px)= cp(ps)⊕ cp1(pn1). ✷
5.5. Soient v est une partie de p et x ∈ v. Comme en 2.2, les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) dimpx  dimpy pour tout y ∈ v.
(ii) dimgx  dimgy pour tout y ∈ v.
(iii) dimK(x) dimK(y) pour tout y ∈ v.
(iv) dimG(x) dimG(y) pour tout y ∈ v.
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On désigne par v• l’ensemble des x ∈ v vérifiant ces conditions. Si v
est une partie irréductible de p, v• est un ouvert dense de v.
5.6.




)• = {y ∈ p; px = py}= {y ∈ p; cp(px)= cp(py)}
= {y ∈ cp(px); rg(adx)= rg(ady)}.
Preuve. – D’après 5.4, cp(px)• est l’ensemble des éléments de cp(px)
qui vérifient dimpx = dimpy , soit encore rg(adx) = rg(ady). Enfin, si
px = py , ou si cpx = cc(py), on a y ∈ cp(px). ✷
5.7.
PROPOSITION. – Soient x ∈ p et K sa K-orbite.
(i) Si x ∈ S , l’ensemble K ∩ cp(px) est fini.
(ii) Si x ∈N , on a K ∩ cp(px)= cp(px)•.
Preuve. – (i) D’après [7], 17.5.5, si x est semi-simple, z(gx)∩G(x) est
fini. L’assertion est donc claire d’après 5.4, (i).
(ii) Il résulte de 4.4, (ii) et 5.4, (ii) qu’il existe une K-orbite nilpotente
U dans p telle que U ′ = U∩cp(px) soit un ouvert dense de cp(px). D’après
5.5 et 5.6, on a U ′ ∩ k = ∅, puis dimU = dimK, et U ′ ⊂ cp(px)•.
Réciproquement, si y ∈ cp(px)•, alors y ∈ U , et dimK(y) = dimU .
Par conséquent, y ∈ U . Ainsi, cp(px)= U ′ et U =K. ✷
5.8. Soient (e, h, f ) un S-triplet normal de g et u= ke + kh + kf .
On note gu le centralisateur de u dans g, et on pose ku = k ∩ gu,
pu = p ∩ gu. On conserve les notations de 4.1. On a ainsi gu = (ge)0,
ku = (ke)0 et pu = (pe)0.










Preuve. – (1) Soit x ∈ cp(pe)0. Alors x ∈ pu et [x, (pe)0] = {0} =
[x,pu]. Si y ∈ ku et z ∈ pe, il vient :
[[y, x], z]= [[y, z], x]+ [y, [x, z]].
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On a [x, z] = 0 et [y, z] ∈ pe , d’où [[y, z], x] = 0, et [y, x] appartient
à cp(pe). Ainsi, cp(pe)0 est un idéal de gu, qui est réductive dans g.
Comme tout élément de cp(pe)0 est nilpotent, d’après 5.4, on obtient
cp(p
e)0 ⊂ a = [gu,gu], et cp(pe)0 est un idéal de l’algèbre semi-simple
a. D’où cp(pe)= {0}.
(2) Soit r la somme des u-sous-modules de dimension 2 de g. La
restriction de L à r× r est non dégénérée, et r= r1 ⊕ r−1. D’autre part, il
est clair que L est nulle sur r1 × r1 et sur r−1 × r−1.
Si x ∈ ck(pe)1\{0}, alors x ∈ (r1 ∩ k)\{0}. Comme L(k,p) = {0}, il
existe y ∈ k ∩ r1 tel que L(x, y) = 0. On peut écrire y sous la forme
y = [f, z], où z ∈ p∩ r1. En particulier, z ∈ pe . D’où :
L([z, x], f )= L(x, [f, z])=L(x, y) = 0.
C’est absurde, car [z, x] = 0. ✷











Nous allons donner des exemples montrant que, dans le cas symétrique,
malgré le résultat de 5.8, l’analogue de ceci n’est plus vrai pour cp(pe) et
ck(p
e).
(1) Prenons g= sl3(k), et utilisons les notations de 2.5. On définit une
algèbre de Lie symétrique (g; k,p) en posant :
k= k(E11 −E22)+ k(E22 −E33)+ kE13 + kE31,
p= kE12 + kE21 + kE23 + kE32.
Le S-triplet (e, hf )= (E12,E11 −E22,E21) est normal. Il vient :
pe = cp(pe)= kE12 + kE32, cp(pe)1 = kE32, cp(p2)2 = kE12.
En particulier, on a ck(pe)1 = {0}.
(2) On obtient une algèbre de Lie symétrique (g; k,p) en prenant






; A,D ∈ gln(k), tr(A+D)= 0
}
,






; B,C ∈ gln(k)
}
.
Si n= 3, on définit un S-triplet normal (e, h, f ), par :
e=E15 +E26 +E65, f =E51 + 2E62 + 2E36,
h=E11 + 2E22 − 2E33 −E55.
On obtient alors ck(pe)3 = kE13, ck(pe)4 = kE23, ce qui prouve que la
restriction de adh à ck(pe) possède des valeurs propres paires et impaires.
6. Normalisateurs
6.1.
PROPOSITION. – Soit x ∈ p. Alors :
(i) nk(px)= {y ∈ k; [x, y] ∈ cp(px)}.
(ii) nk(px)= nk(cp(px)).
(iii) Si x est semi-simple, on a nk(px)= kx .
Preuve. – (i) Soient y ∈ k et u ∈ px . Supposons [x, y] ∈ cp(px). On
obtient [[y, x], u] = 0, d’où :
0= [[y,u], x]+ [y, [x,u]] = [[y,u], x].
Par suite, y ∈ nk(px).
Réciproquement, si y ∈ nk(px), pour u ∈ px et v ∈ cp(px), il vient :
0= [[y,u], v]= [[y, v], u]+ [y, [u, v]]= [[y, v], u].
Ainsi, [y, v] ∈ cp(px). En particulier, [y, x] ∈ cp(px).
(ii) Si x ∈ S , on a k = kx ⊕ [x,p] et p = px ⊕ [x, k]. Soient u ∈ kx ,
v ∈ [x,p], et y = u + v. On a [y, x] = [v, x] ∈ [x, k]. Dire que [y, x] ∈
cp(p
x)⊂ px signifie donc que [v, x] = 0, soit v = 0. On a donc le résultat
d’après (i). ✷
6.3. Soit (e, h, f ) un S-triplet normal de g. Comme cp(pe)0 = {0}







)]]= [h, cp(pe)]= cp(pe).
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Ce qui précède montre aussi que dim[f, cp(pe)] = dim cp(pe). On sait
d’autre part que g = ge ⊕ [f,g]. On en déduit que la somme ke +
[f, cp(pe)] est directe.
PROPOSITION. – Soit (e, h, f ) un S-triplet normal de g. Alors :
(i) cp(pe)= [e,nk(pe)].












Preuve. – (i) On a vu que [f, cp(pe)] ⊂ nk(pe) et [e, [f, cp(pe)]] =
cp(p
e). L’assertion est alors conséquence de 6.2, (i).




)= dim ke + dim cp(pe)= dim ke + dim[f, cp(pe)].
On en déduit le premier point. Le second résulte alors de 5.8. ✷
6.4. Compte tenu de 6.3, on a :
ng(p
e)= ke ⊕ [f, cp(pe)]⊕ cp(pe), cp(pe)= [e,ng(pe)].
7. Eléments distingués
7.1. On étudie comment certaines notions de [7], chapitre 17, se
modifient dans le cas symétrique. Dans la suite de ce paragraphe,
(e, h, f ) est un S-triplet normal. On note u = ke + kh + kf . On pose
gu = cg(u), ku = ck(u), et pu = cp(u). On sait que
gu = ge ∩ gf = ge ∩ gh = gh ∩ gf .
Le S-triplet (e, h, f ) étant normal, on a des identités analogues si l’on
remplace g par k ou p.
DÉFINITION. – On dit que x ∈ p est k-distingué (resp. p-distingué) si
tous les éléments de kx (resp. px ) sont nilpotents.
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7.2. Soit x ∈ p. Comme px (resp. kx ) contient les composantes semi-
simples et nilpotentes de tous ces éléments, dire que x est p-distingué
(resp. k-distingué) signifie que 0 est le seul élément semi-simple de px
(resp. kx) ; dans ce cas, x est nilpotent. D’après 2.4, (iii), tout élément
nilpotent p-régulier est p-distingué.
7.3.
PROPOSITION. – Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) e est p-distingué.
(ii) f est p-distingué.
(iii) La restriction de L à pe × pe est nulle.
(iv) La restriction de L à pf × pf est nulle.
(v) La restriction de L à pu × pu est nulle.
(vi) L’espace vectoriel pu est nul.
(vii) dimp0 = dim k2.
Preuve. – (v)⇔ (vi) La restriction de L à gu × gu est non dégénérée.
Comme gu = ku ⊕ pu, et que L(k,p)= {0}, l’équivalence est claire.
(iii)⇔ (v) L’espace pe est stable par adh, et les valeurs propres de
adh|pe appartiennent à N. Si i, j ∈ Z vérifient i+ j = 0, on a L(gi ,gj )=
{0}. Comme pu est l’ensemble des x ∈ pe tels que [h, x] = 0, on voit que
L|pe × pe est non nulle si et seulement si L|pu × pu est non nulle.
(i)⇒ (vi) Supposons que e soit p-distingué et que pu = {0}. D’après
ce qui précède, L|pe × pe = 0. Or, si x, y ∈ pe , il vient :
2L(x, y)= L(x + y, x + y)−L(x, x)−L(y, y).
Ainsi, il existe x ∈ pe tel que L(x, x) = tr(adx)2 = 0. Ceci contredit le
fait que x est nilpotent.
(vi) ⇒ (i) Soit x ∈ pe\{0} semi-simple. L’algèbre de Lie gx est
réductive dans g. D’après 3.1, il existe un S-triplet (e, h′, f ′), avec
h′, f ′ ∈ gx . Ecrivons h′ = h1+h2, f ′ = f1+f2, avec h1, f1 ∈ kx , h2, f2 ∈
px . On a immédiatement [h1, e] = 2e, [e, f2] = h1. D’après [7], 12.1.3, il
existe f3 ∈ g tel que (e, h1, f3) soit un S-triplet. Comme en 3.1, on peut
supposer f3 ∈ p. Si t= ke + kh1 + kf3, on a x ∈ pt. Or, d’après [6], les
S-triplets (e, hf ) et (e, h1, f3) sont K-conjugués. Par suite, pu = {0}.
(i)⇔ (vii) L’application ad e induit une surjection de g0 sur g2, donc
une surjection ϕ de p0 sur k2, de noyau pu. L’équivalence est donc claire
d’après ce qui précède. ✷
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7.4.
PROPOSITION. – Soit x ∈ p. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) x est p-distingué.
(ii) px ⊂ [x, k].
(iii) [x, k] + k contient une sous-algèbre parabolique de g.
(iv) x est nilpotent, et la sous-algèbre de g engendrée par px est
nilpotente.
Preuve. – (i)⇒ (ii) Si (i) est vérifié, x est nilpotent. Soient (x, h, y)
un S-triplet normal et u = kx + kh + ky. On a pu = {0}, donc px ⊂
[x,g] = [x, k] + [x,p], d’après les résultats classiques concernant les
représentations de sl2(k). D’où px ⊂ [x, k].
(ii)⇒ (i) Supposons px ⊂ [x, k], et soit y ∈ px . Il existe z ∈ k tel que
y = [x, z]. On a [x, [x, z]] = 0, donc y = [x, z] est nilpotent ([7], 17.1.2).







Alors q est une sous-algèbre parabolique de g, de radical nilpotent m. Si x
est p-distingué, alors pu = {0}, donc px ⊂m. En prenant les orthogonaux
pour L, on obtient q⊂ [x, k] + k d’après 5.2.
(iii) ⇒ (i) Soit q′ une sous-algèbre parabolique de g, de radical
nilpotent m′, et contenue dans [x, k] + k. Le passage aux orthogonaux
pour L fournit px ⊂m′. Ainsi, les éléments de px sont nilpotents.
(i)⇒ (iv) C’est clair.
(iv)⇒ (i) Soient y ∈ px\{0} semi-simple, et b la sous-algèbre de g
engendrée par px ; elle est stable par ady. Si b est nilpotente, il est clair
que y est central dans b, donc y ∈ cp(px). Cela contredit 5.4, (ii). ✷
7.5. Si l’on échange k et p dans 7.3, le résultat analogue pour
un élément k-distingué est encore vrai. De même, les analogues des
conditions (i), (ii) et (iii) de 7.4 sont aussi équivalentes. Il n’en est plus
de même pour la condition (iv). Donnons un exemple.
Reprenons les notations de 5.9, exemple 2, avec n= 2. Pour le S-triplet
normal
e=E14 +E42, h= 2E11 − 2E22, f = 2E41 + 2E24,
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on obtient :
ke = kE12 + k(E11 +E22 − 3E33 +E44).
On en déduit que ke est une algèbre de Lie abélienne qui n’est pas formée
d’éléments nilpotents.
8. Nappes
8.1. Les nappes dans s ont été étudiées dans [1]. On examine ici
comment se modifient certains résultats de [1] dans le cas symétrique.
Si n ∈ N, on note p(n) l’ensemble des x ∈ p tels que dimK(x) = n.
C’est une partie localement fermée de p. On appelle nappe de p toute
composante irréductible d’un ensemble p(n), avec n ∈ N. Par exemple,
l’ensemble R de 2.2 est une nappe de p ; on dit que c’est la nappe
régulière de p.
Dans la suite, on note k∗ pour k\{0}. Soit Q une nappe de p. Les
ensembles K(Q) et k∗Q sont irréductibles et contiennent Q. Ils sont donc
égaux à Q, car contenus dans le même ensemble p(n) que Q. Ainsi, une
nappe de p est un cône K-stable.
8.2.
PROPOSITION. – Si Q est une nappe de p, elle contient une K-orbite
nilpotente.
Preuve. – Soient x ∈Q et F =K(k∗x). L’ensemble F est irréductible,
contenu dans Q, et F = K(kx). D’autre part, l’ensemble F ′ des y ∈ F
vérifiant dimK(y) = dimK(x) est irréductible, donc contenu dans Q.
On a donc le résultat d’après 4.5, (i). ✷
8.3. D’après [1], toute nappe dans s contient une unique S-orbite
nilpotente. Ce n’est plus vrai pour le cas étudié ici. Par exemple, dans
l’exemple de 2.5, la nappe régulière de p contient deux K-orbites
nilpotentes distinctes.
8.4.
LEMME. – Soient X,Y des variétés algébriques lisses et ϕ :X → Y
un morphisme dominant. Si x ∈ X, on note dϕx la différentielle de ϕ au
point x. On suppose que dϕx est surjective pour tout x ∈X.
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(i) Soient x ∈ X et Z une composante irréductible de ϕ−1(ϕ(x)).
On a :
dimZ = dimX− dimY.
(ii) L’application ϕ est ouverte.
Preuve. – Soient U,V des variétés irréductibles, V étant normale, et
θ :U → V un morphisme dominant. Si les composantes irréductibles
de toute fibre non vide θ−1(v), v ∈ V , ont une dimension égale à
dimU − dimV , on sait que θ est une application ouverte. Ici, Y étant
lisse, elle est normale. Il suffit donc de prouver (i).
Les hypothèses impliquent que dimY  dimX, et que dimZ 
dimX− dimY pour toute composante irréductible Z de ϕ−1(ϕ(x)). Soit
z ∈Z. Alors :
dim ker dϕz = dimTz(X)− dimTϕ(z)(Y )= dimX− dimY.
La restriction ψ de ϕ à Z étant constante, on a dψz = 0, d’où Tz(Z) ⊂
kerdϕz, puis dimZ  dimTz(X)  dimX − dimY . On a obtenu le
résultat. ✷
8.5.
LEMME. – Soient x ∈ S et y ∈ px . Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) py ⊂ px .
(ii) p= [y, k] + px .
Preuve. – On a g= [x,g] ⊕ gx , car x est semi-simple. D’où :
k= [x,p] ⊕ kx, p= [y, k] ⊕ px, [x,p] = [x, [x,p]].
(i)⇒ (ii) Si py ⊂ px , alors [x, k] ⊂ [y, k] d’après 5.3. On en déduit que
p= [y, k] + px .
(ii)⇒ (i) Soit u la restriction de (adx)2 à p ; c’est un endomorphisme
semi-simple de p. Pour λ ∈ k, notons pλ l’espace propre de u pour la
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Soit y ∈ px tel que p= [y, k] + px . D’après 5.2, on obtient :
k= p⊥ = ([y, k] + px)⊥ = (py + k)∩ ([x, k] + k).
On en déduit que py ∩ [x, k] = {0}, soit py ∩ u(p) = {0}. Or, comme
y ∈ px , py est stable par u, donc py est la somme des py ∩ pλ, pour λ ∈ k.
D’après ce qui précède, il vient py ⊂ p0 = px . ✷
8.6.
LEMME. – Soient x ∈ S et ux l’ensemble des y ∈ px vérifiant py ⊂ px .
Alors ux est un ouvert de px .
Preuve. – Soit ϕ :K × px → p, (α, y)→ α(y). Pour y ∈ px , notons
ψy la différentielle de ϕ au point (1, y). L’image de ψy est [y, k] + px .
D’après 8.5, dire que y ∈ ux signifie que le rang de ψy est dimp. D’où
l’assertion. ✷
8.7.
LEMME. – Soient x ∈ S et vx l’ensemble des y ∈ p tels que py soit
K-conjugué à un sous-espace de px . Alors vx est un ouvert de p.
Preuve. – Soit ux comme en 8.6. C’est un ouvert de px , donc une
variété lisse. Définissons ϕ :K × ux → p, (α, y) → α(y). Si (α, y) ∈
K × ux , on a :
imdϕ(α,y) = α([y, k] + px).
D’après 8.5, dϕ(α,y) est surjective. Comme vx = imϕ, on a le résultat
d’après 8.4. ✷
8.8.
THÉORÈME. – Soit x un élément semi-simple de p. Alors (K(cp(px)))•
est une nappe de p. C’est l’unique nappe de p contenant x. Elle est de
dimension dimK(x)+ dim cp(px).
Preuve. – Soient Q une nappe contenant x, et vx comme en 8.7. Alors
Q∩vx est contenu dans l’ensemble des y ∈ p tels que py soit K-conjugué
à px , c’est-à-dire dans K(cp(px)•) d’après 5.6. Comme Q ∩ vx est un
ouvert non vide de Q d’après 8.7, il vient :
Q=Q∩ vx ⊂K(cp(px)•)⊂K(cp(px)).
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Si U = (K(cp(px)))•, on a alors Q ⊂ U . D’autre part, U est un ouvert
de K(cp(px)), donc rencontre K(cp(px)). Enfin, d’après 5.3, si y ∈
K(cp(p
x)), on a dimpy  dimpx . On en déduit que U est contenu dans
le même sous-ensemble p(n) que Q. Par conséquent, Q = U puisque U
est irréductible. L’assertion concernant la dimension résulte alors d’un
simple calcul d’espace tangent. ✷
8.9. Soit s comme en 1.1. On sait que la réunion des nappes de
S dans s qui contiennent un élément semi-simple est l’ensemble des
éléments polarisables de s. Dans le cas symétrique, on a le résultat
suivant :
PROPOSITION. – Soient Q1, . . . ,Qr les nappes de p contenant un
élément semi-simple. Tout élément de Q1 ∪ · · · ∪Qr est polarisable.






D’après [1], (G(z(gs)))• est la nappe de G dans g contenant s. On a
donc obtenu le résultat compte tenu du rappel précédent. ✷
8.10. Soit g= sl3(k). On sait que tout élément de g est polarisable.
On définit une algèbre de Lie symétrique (g; k,p) en posant :
k= k(E11 −E22)+ k(E22 −E33)+ kE23 + kE32,
p= kE12 + kE21 + kE13 + kE31.
Soit s = E12 + E21. Il vient ps = ks. Il en résulte que ks est un sous-
espace de Cartan de p, que s est p-générique, et qu’un élément de p est
ou semi-simple, ou nilpotent. L’unique nappe Q de p contenant s est la
nappe régulière ; c’est la seule nappe contenant un élément semi-simple
non nul de p. Soit x = E12 ∈ p. On a px = kE12 + kE13. Ainsi, x /∈ Q,
bien que x soit polarisable. Par suite, la réunion des nappes de p qui
contiennent un élément semi-simple n’est pas l’ensemble des éléments
polarisables de p.
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